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Línea temática A | Dinámica fluvial de embalses, estuarios y humedales  

INTRODUCCIÓN 

La modelización de flujos transitorios en lámina libre se realiza en estudios hidrológicos e hidráulicos usando las 
ecuaciones promediadas verticalmente de masa y cantidad de movimiento, las cuales se simplifican suponiendo que las 
presiones son hidrostáticas, dando lugar a las conocidas ecuaciones de Saint-Venant (Chaudhry, 2008). Sin embargo, muchos 
flujos de interés práctico, como las ondas de rotura de presa o la evolución de las formas de un lecho erosionado requieren, a 
menudo, recurrir a sistemas de orden superior, tales como las ecuaciones tipo Boussinesq (Castro-Orgaz et al., 2015; Castro-
Orgaz y Hager 2017). Un ejemplo se este tipo de ecuaciones que ha alcanzado un alto nivel de aceptación son las ecuaciones de 
Serre-Green-Naghdi para ondas débilmente dispersivas y totalmente no-lineales.  

La ausencia de soluciones analíticas generales para las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi motiva la necesidad de 
recurrir a soluciones numéricas. En cuanto a esquemas numéricos, en la literatura se pueden encontrar una gran variedad, 
basados en diferencias finitas (Mohapatra y Chaudhry, 2004), elementos finitos (Antunes Do Carmo et al., 1993) o volúmenes 
finitos (Soares- Frazão y Zech, 2002). Entre ellos, los esquemas numéricos en volúmenes finitos, con reconstrucción de 
variables de alta resolución, son claramente la opción más usada en décadas recientes, gracias a los esquemas tipo Godunov, que 
permiten reproducir ondas de contacto y discontinuidades en el flujo con precisión y robustez (Toro, 2001). Sin embargo, un 
componente de gran importancia en la calidad de la solución final de estos esquemas numéricos, cuando son aplicados a flujos 
no-hidrostáticos, es el algoritmo usado para integrar las ecuaciones temporalmente. Dependiendo del nivel de precisión y del 
orden de discretización, la precisión final de la solución e incluso la estabilidad del modelo se pueden ver comprometidas.  

 
Figura 1 |  Simulación de rotura de presa usando las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi y esquema explícito tridiagonal con criterio de rotura. 
Nota: la simulación sin criterio de rotura no aparece debido al que el esquema colapsa.  
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Una comparativa reciente entre esquemas numéricos explícitos para la resolución de sistemas de ecuaciones tipo 
Boussinesq se puede encontrar en Cantero-Chinchilla et al. (2016a). Sus conclusiones indican que los esquemas numéricos de 
orden superior, que mantienen el balance entre precisión en la reconstrucción dentro de los volúmenes y la aplicación del paso 
temporal, proporcionan soluciones adecuadas. Entre ellos, la aplicación de esquemas explícitos para la parte hiperbólica del 
modelo, conjugados con la solución de matrices tridiagonales para resolver el sistema de ecuaciones elípticas que da el campo 
de velocidades, es una alternativa frecuentemente utilizada (Soares- Frazão y Zech, 2002; Cantero-Chinchilla et al., 2016a). Sin 
embargo, al usar estos esquemas, existen situaciones reales las cuales dan lugar a un colapso del esquema numérico si no se 
introducen funciones de amortiguación externas para atenuar el efecto de los términos dispersivos (Hosoda y Tada, 1994; 
Cantero-Chinchilla et al., 2016a), tal y como ocurre en flujos de rotura de presa (Figura 1). El empleo de esquemas numéricos 
implícitos o semi-implicitos permite solucionar este problema sin necesidad de recurrir a funciones semi-empíricas (Cantero-
Chinchilla et al., 2016b) aumentando, no obstante, la complejidad de la solución. 

En este trabajo se presenta una comparativa entre esquemas numéricos explícitos basados en el uso de soluciones 
basadas en matrices tridiagonales, y esquemas implícitos, para determinar el campo cinemático no-hidrostático. Las ecuaciones 
de Serre-Green-Naghdi (Serre, 1953) son empleadas para ilustrar la simulación del flujo de rotura unidimensional de presa. Los 
casos de rotura de presa en lecho seco y húmedo son utilizados para analizar el comportamiento de ambos esquemas.  

ECUACIONES DE GOBIERNO 

Considérese un lecho horizontal y sin fricción por el cual se desplaza un flujo de rotura de presa (Figura 2). La ecuación 
de continuidad unidimensional promediada en la vertical para este caso es 

  0
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donde h es el calado, U es la velocidad en la dirección del flujo promediada en profundidad (=q/h, donde q es el caudal por 
unidad de anchura), x es la coordenada longitudinal y t es el tiempo. Bajo la hipótesis de flujo no hidrostático, la ecuación de 
conservación de la cantidad de movimiento (Serre, 1953; Castro-Orgaz y Hager 2017) es 
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donde g es la aceleración de la gravedad y ψ son los términos no hidrostáticos. La presencia del factor (1/3) en la Ec. (3) denota 
que la distribución de las presiones no hidrostáticas es parabólica en profundidad (Castro-Orgaz y Hager, 2017). Otras hipótesis 
sobre la distribución de la presión en profundidad modifican el valor de este factor (Castro-Orgaz et al., 2015; Cantero-Chinchilla 
et al., 2016a). Los términos no hidrostáticosψ se relacionan con la sobrepresión en el fondo en exceso de la hidrostática p1 a 
través de la siguiente relación (Castro-Orgaz y Hager, 2017) 
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Figura 2 | Esquema de definición de onda no hidrostática debida a rotura de presa. 

 
La relación expresada en la Ec. (4) se obtiene como resultado de integrar la distribución vertical parabólica de la presión 

propuesta por Serre (1953) en la Ec. (2). La ecuación de balance de la cantidad de movimiento en la dirección vertical para 
flujos con distribución vertical de presión no hidrostática es (Castro-Orgaz y Hager 2017) 

 1( ) ( ) phW hUW

t x ρ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
, (5) 

donde W es la componente vertical de la velocidad promediada en la profundidad y ρ es la densidad del fluido. Estableciendo las 
condiciones cinemáticas en la superficie libre y en el fondo, W se puede expresar como (Castro-Orgaz et al., 2015; Cantero-
Chinchilla et al., 2016b) 
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donde wb y ws son las velocidades verticales en el fondo y la superficie libre, respectivamente. Las ecuaciones de Serre-Green-
Naghdi (Serre, 1953) (SGN) [Ec. (1) y (2)] en forma matricial, particularizadas para casos de flujo sin rozamiento sobre un plano 
horizontal, son (Castro-Orgaz et al., 2015; Cantero-Chinchilla et al., 2016a) 
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donde U, F y S son los vectores de variables conservativas, flujos y términos fuente respectivamente. Este sistema de ecuaciones 
es completamente equivalente al propuesto Khan y Steffer (1996) (KS), siendo (Castro-Orgaz y Hager, 2017) 
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ESQUEMAS NUMERICOS  

En el tratamiento numérico para la solución de los sistemas dados por las Ec. (8) y (10), la contribución de los términos 
no hidrostáticos se suele manipular considerándolos como términos fuente adicionales (Erduran et al., 2015; Soares-Frazão and 
Guinot, 2008), dando lugar a la modificación de F y S tal que  
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Usando el método de los volúmenes finitos, la solución integral de las Ec. (8) y (10) en cada celda es (Toro, 2001; 2009) 
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donde U, F y S son valores promediados en las celdas, ∆x y ∆t son las dimensiones de las celdas en el plano x-t, y los subíndices 
i±1/2 indican las posiciones de las interfaces entre celdas.  

En este trabajo, la reconstrucción de las variables dentro de cada celda se hace aplicando un esquema de orden 4 tipo 
MUSCL-TVD (Yamamoto and Daiguji, 1993; Kim et al., 2009; Cantero-Chinchilla et al. 2016a). Los flujos son evaluados 
mediante la solución aproximada del problema de Riemann usando el esquema HLL (Toro, 2001; Toro, 2009) para las Ecs. (8), 
y mediante el esquema HLLC (Toro, 2001; Toro, 2009) para las Ec. (10), debido a la presencia de ondas de contacto asociadas 
con W. Los detalles de los esquemas numéricos aplicados al caso de estudio pueden consultarse en Cantero-Chinchilla et al. 
(2016a, b).  

Los esquemas numéricos específicos aplicados para el tratamiento de los términos fuente no hidrostáticos de las Ec. (8) 
y (10) se detallan a continuación. 

Esquema tridiagonal 

Expandiendo la derivada espacial de los términos fuente en la Ec. (11) y separando las derivadas temporales dentro del 
vector de variables conservativas, el sistema queda  
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donde y es una variable auxiliar. Usando una diferencia finita hacia adelante (esquema de Euler) para el paso temporal en 
la Ec. (14), esta queda en la forma 
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donde k es el estado temporal actual y k+1 el siguiente. Una vez calculado W en k+1, usando diferencias finitas de 
segundo orden para discretizar las derivadas parciales, yi

k+1 se puede expresar como una ecuación tridiagonal tal que 
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Finalmente, para calcular el campo de velocidades se aplica el algoritmo de Thomas a la Ec. (18) (Wei et al., 1995).  

Esquema semi-implícito 

Aplicando el esquema de Euler a las Ec. (10), y evaluando los términos fuente con las variables conservativas en el 
instante de tiempo siguiente k+1, queda el siguiente esquema implícito 
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Debido a que los términos fuente en la ecuación de continuidad son nulos, la solución de h para k+1 es inmediata y se 
obtiene explícitamente de la Ec. (22). Haciendo uso de la Ec. (6) para sustituir W por una función de la velocidad media 
horizontal U, el sistema de ecuaciones restante tiene como incógnitas a determinar U y p1 en k+1, siendo 
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Aplicando el algoritmo de Newton-Raphson a las Ec. (23) y (24), el sistema de ecuaciones se resuelve de manera 
iterativa actualizando los valores de la solución U y p1 en k+1 a través de la solución de una matriz Jacobiana, donde C1 y C2 son 
constantes durante el proceso. En este trabajo se han adoptado 5 iteraciones de manera estándar, las cuales dan lugar a errores 
globales de las Ec. (23) y (24) por debajo de 10-6. 

 

CRITERIO DE ROTURA DE ONDA 

La solución de las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi mediante esquemas tridiagonales a menudo requiere una atenuación de los 
términos dispersivos físicos. Según Cantero-Chinchilla et al. (2016a), en flujos de rotura de presa sobre lecho horizontal y sin 
fricción, el criterio empírico de rotura de onda propuesto por Hosoda y Tada (1994) funciona adecuadamente, quedando el 
término fuente 
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donde γ es el factor de atenuación de Hosada y Tada (1994), ϕ es un coeficiente empírico a calibrar (=2), hx es la pendiente de la 
superficie libre del flujo ( /h x= ∂ ∂ ) y hcr es el umbral de la pendiente de la superficie libre que hace que se active el criterio de 
rotura de onda (=0.225).  

RESULTADOS 

En esta sección se evalúan los esquemas numéricos propuestos en secciones previas para la solución de las ecuaciones 
de Serre-Green-Naghdi. Para ello, se analizan varios casos de rotura de presa, usando datos experimentales procedentes de 
Stansby et al. (1998) y de Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010), en los que el lecho aguas abajo pasa por varios estados, 
incluyendo el lecho seco. Además, la solución de las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi para lecho seco aguas abajo, y sin 
fricción, es comparada con la solución analítica propuesta por Ritter (Toro, 2001; Cantero-Chinchilla et al., 2016a). 

 

 

V Jornadas de Ingeniería del Agua. 24-26 de Octubre. A Coruña  



7 Cantero-Chinchilla y Castro-Orgaz  |  Esquemas numéricos en volúmenes finitos para flujos transitorios no-
hidrostáticos: aplicación a la onda de rotura de presas JIA 2017 | Línea Temática A 

 

Esquema tridiagonal aplicado a lecho húmedo 

La Figura 3 muestra las soluciones del sistema dado por las Ec. (14) usando esquema explícito tridiagonal comparadas 
con los datos experimentales de Stansby et al. (1998) (Fig. 3a y 3b) y de Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010) (Fig. 3c y 3d). Los 
datos experimentales de Stansby et al. (1998) en la Fig. 3 se corresponden con una rotura de presa de hu=0.1m y hd=0.045m para 
t=0.52s (Fig. 3a) y t=0.76s (Fig. 3b), mientras que los de Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010) hacen referencia a una rotura de 
presa de hu=0.25m y hd=0.025m para t=0.64s (Fig. 3c) y t=1.04s (Fig. 3d). Las simulaciones se han llevado a cabo usando 
∆x=0.01m y un valor del número de Courant-Friedrichs-Lewy CFL=0.01 para t<0.02s y CFL=0.2 para t>0.02s. Mediante este 
criterio se evitan errores numéricos en la solución procedentes de los elevados gradientes que se dan durante los primeros 
instantes, debido a que la solución de flujo es discontinua. Las soluciones que consideran el criterio de rotura de Hosoda y Tada 
(1994) consiguen controlar las inestabilidades numéricas y, por tanto, proporcionar unos resultados en concordancia con los 
datos experimentales. Sin embargo, si el criterio de rotura de onda no es aplicado, los resultados de las simulaciones 
sobreestiman las ondulaciones de la superficie libre (Figs. 3a y 3b) e incluso provocan el colapso del programa (nótese que esta 
solución está ausente en las Figs. 3c y 3d debido al fallo). Estos resultados ponen en evidencia que la aplicación del esquema 
explicito tridiagonal a la solución de las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi requiere el uso de funciones externas de 
amortiguamiento para mitigar los efectos de dispersión de frecuencia. Siendo así, tanto la onda de rarefacción como el tren de 
ondas de avance son correctamente simulados.  

 
Figura 3 | Evaluación del esquema numérico explícito tridiagonal y el criterio de rotura de onda de Hosoda y Tada (1994) para la solución de las 
Ec. (14) en comparación con datos experimentales de rotura de presa de Stansby et al. (1998) y Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010) para 
diferentes condiciones: (a) hu=0.1m, hd=0.045m, t=0.52s; (b) hu=0.1m, hd=0.045m, t=0.76s; (c) hu=0.25m, hd=0.025m, t=0.64s; (d) hu=0.25m, 
hd=0.025m; t=1.04s. 

Esquema semi-implícito aplicado a lecho húmedo 

La Figura 4 presenta la solución de las Ec. (22) mediante la aplicación del esquema semi-implicito en comparación con 
los datos experimentales utilizados previamente en la Figura 3. En este caso, la solución no requiere de funciones externas de 
amortiguación de los términos no hidrostáticos para dar lugar a simulaciones estables en todo el rango de calados agua abajo. 
Nótese que a medida que se disminuye el calado aguas abajo, las ondas provocadas por el flujo de rotura de presa presentan 
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mayor no linealidad y, por tanto, los términos no hidrostáticos producen mayores amplitudes de onda. De esta manera, y en 
ausencia de funciones de amortiguación, la amplitud del frente de onda de avance tras la rotura en las Figs. 4c y 4d sobrepasa 
los datos experimentales de Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010). Sin embargo, para el caso de la rotura de presa de Stansby et al. 
(1998), donde el calado aguas arriba de la presa (situada en x=0m en ambos casos) es relativamente menor que en el caso de 
Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010), la solución del esquema semi-implícito de las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi sigue la 
tendencia de los datos experimentales y, además, está en concordancia con la solución sin criterio de rotura que aporta el 
esquema explicito tridiagonal (Figs. 3a y 3b). Esto último es un indicador de que ambos esquemas numéricos dan resultados 
similares para rotura de presa en régimen subcrítico (hd/hu=0.45) (compárese Figs. 3a y 3b con 4a y 4b). No obstante, para rotura 
de presa transcrítica (hd/hu=0.1) los esquemas presentan un comportamiento diferencial (compárese Figs. 3c y 3d con Figs. 4c y 
4d). 

 
Figura 4 | Evaluación del esquema numérico semi-implícito para la solución de las Ecs. (22) en comparación con datos experimentales de rotura 
de presa de Stansby et al. (1998) y Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010) para diferentes condiciones: (a) hu=0.1m, hd=0.045m, t=0.52s; (b) 
hu=0.1m, hd=0.045m, t=0.76s; (c) hu=0.25m, hd=0.025m, t=0.64s; (d) hu=0.25m, hd=0.025m; t=1.04s.  

Análisis de rotura de presa sobre lecho seco 

Los resultados de ambos esquemas numéricos son comparados en la Figura 5 con datos de rotura de presa sobre lecho seco 
procedentes de Stansby et al. (1998) (Figs. 5a y 5b) y de Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010) (Figs. 5c y 5d). Las simulaciones 
de lecho seco se llevaron a cabo suponiendo un calado aguas abajo hd=0.001m y manteniendo las restantes características de las 
simulaciones numéricas de apartados anteriores. La fina capa de agua de 1 mm provoca fundamentalmente 2 efectos en las 
simulaciones: minimiza la amplitud las ondulaciones en la superficie libre y da lugar a una onda de avance de amplitud 
constante. Nótese que el esquema semi-implícito da resultados similares a los del esquema tridiagonal (con criterio de rotura), 
sin necesidad de utilizar funciones de amortiguamiento externas. Sin embargo, el esquema explícito tridiagonal colapsa en 
ausencia del criterio de rotura de Hosoda y Tada (1994), y no permite obtener ninguna solución. 
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Figura 5 | Evaluación ambos esquemas numéricos en comparación con datos experimentales de rotura de presa sobre fondo seco de Stansby 
et al. (1998) y Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010) para diferentes condiciones: (a) hu=0.1m, hd=0.001m, t=0.36s; (b) hu=0.1m, hd=0.001m, 
t=0.50s; (c) hu=0.25m, hd=0.001m, t=0.8s; (d) hu=0.25m, hd=0.001m; t=1.06s.  
 
 En el caso de un flujo de rotura de presa sobre lecho seco aguas abajo, horizontal y sin fricción, la solución analítica de 
Ritter (Toro, 2001), la cual implica hd=0, es 
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 Se han repetido las simulaciones usando un valor más pequeño de hd, hd=10-5m, presentándose los resultados en la Fig. 5 
para su comparación con la solución analítica de Ritter (Toro, 2001) (Fig. 6). La solución numérica del esquema semi-implícito 
todavía resulta sensible al calado aguas abajo, dando lugar a una pequeña onda de choque de avance (Figs. 6a y 6c) que, sin 
embargo, se va disipando a medida que la solución avanza en el tiempo, dando una concordancia adecuada con la solución de 
Ritter (Figs. 6b y 6d). Por otro lado, la solución que proporciona el esquema explicito tridiagonal es menos sensible al calado 
aguas abajo de la presa, dando lugar a ondas de choque de avance muy pequeñas o prácticamente a perfiles cuasi-parabólicos. 
Las dos soluciones numéricas están en concordancia con la solución de Ritter. Las desviaciones entre la solución hidrostática de 
Ritter y las numéricas de las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi esta ocasionada por las presiones no hidrostáticas consideradas 
en las últimas. Nótese que no es posible obtener soluciones para este test con el esquema explícito tridiagonal en ausencia de la 
función de amortiguamiento.  
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Figura 6 | Evaluación ambos esquemas numéricos en comparación con la solución analítica de Ritter (Toro, 2001) y los datos experimentales de 
rotura de presa sobre fondo seco de Stansby et al. (1998) y Ozmen-Cagatay y Kocaman (2010) para diferentes configuraciones: (a) hu=0.1m, 
hd=0.001m, t=0.36s; (b) hu=0.1m, hd=1·10-5m, t=0.50s; (c) hu=0.25m, hd=1·10-5m, t=0.8s; (d) hu=0.25m, hd=1·10-5m; t=1.06s.  
 

CONCLUSIONES 

Las principales conclusiones que se extraen de este trabajo son: 
i. La solución de las ecuaciones de Serre-Green-Naghdi mediante esquemas explícitos basados en la resolución del campo de 

velocidades empleando sistemas tridiagonales requiere un criterio de rotura de onda mediante el uso de funciones de 
amortiguamiento para los términos no hidrostáticos. Esto es necesario para producir resultados estables en todo el rango de 
calados aguas abajo. En caso contrario el esquema colapsa para flujo transcrítico.  

ii. El uso del esquema semi-implícitos da lugar a soluciones estables en todo el rango de calados aguas abajo de la presa para las 
ecuaciones de Serre-Green-Naghdi sin necesidad de introducir funciones de amortiguación. Esta estabilidad de la solución 
puede ser atribuida al carácter implícito de parte de la solución. 

iii. Para simulaciones de rotura de presa con lecho seco aguas abajo, considerando un calado numérico pequeño, ambos 
esquemas proporcionan soluciones precisas y muy similares, donde el esquema semi-implícito proporciona la solución más 
estable e uniforme. Cuando el calado aguas abajo se reduce drásticamente, amos esquemas numéricos están muy próximos a 
la solución analítica (hidrostática) de Ritter. 
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